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MATEMÁTICAS II                   Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Instrucciones: El estudiante deberá resolver CUATRO de los 8 ejercicios propuestos. 
Si resuelve más, se corregirán solo los cuatro primeros. Los ejercicios deben redactarse 
con claridad, detalladamente y razonando las respuestas. Se podrá utilizar cualquier 
tipo de calculadora.  
 
 

1º) �) Discute el sistema �� + 2� + 3	 = � + 1�� + 	 = 0                  � + � + 2	 = 1           en función del parámetro � ∈ �. 

 �) Resuelve razonadamente el sistema anterior para � = 1, si es posible. 
 

---------- �)  
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

 � = �1 2 3� 0 11 1 2� y �′ = �1 2 3� 0 11 1 2    � + 101 �. 

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro � es el siguiente: 
 |�| = �1 2 3� 0 11 1 2� = 3� + 2 − 1 − 4� = 0;   1 − � = 0 ⇒ � = 1.  

 ���� � ≠ 1 ⇒ ���� � = ���� � = 3 = �º "�#ó�. ⇒ &. '. (. 

 

          ���� � = 1 ⇒ � = �1 2 31 0 11 1 2    201� ⇒ )'* = '+, ⇒  ���� � = 2.  

 ���� � = 1 ⇒ ���� � = ���� � = 2 < �º "�#ó�. ⇒ &. '. .. 
 
 
 



�)   

Para � = 1 el sistema resulta: 
� + 2� + 3	 = 2             � + 	 = 0  � + � + 2	 = 1/, que es compatible indetermi-

nado. Para su resolución se desprecia una ecuación (primera) y se parametriza una de 
las incógnitas 0	 = 1).  

 

El sistema resulta: 
          � + 1 = 0� + � + 21 = 12 ⇒ � = −1;   � = 1 − 1. 

 &345#"ó�: � = −1, � = 1 − 1, 	 = 1, ∀1 ∈ �. 

 
********** 

  



2º) �) Encuentra razonadamente el valor de �, � ∈ � para que la función 90�) = :;<=*;<> 

tenga una discontinuidad de santo infinito en � = 1 y tienda a 2 cuando � → +∞. 
 �) Resuelve la integral: . = A � · cos02�) · F�. 
 

---------- �)  

 Para que la función 90�) = :;<=*;<> tenga una discontinuidad de santo infinito en � = 1 tiene que anularse el denominador para este valor: 
 
 2 · 1 + � = 0;   2 + � = 0 ⇒ � = −2. 
 

 lim;→<J 90�) = lim;→<J :;<=*;<> = :* = 2 ⇒ � = 4. 

 �)  . = A � · #3K 02�) · F� ⇒ L 5 = � → F5 = F�#3K 02�) · F� = FM → M = =* · KN� 02�)O ⇒  

 ⇒ � · =* · KN� 02�) − A =* · KN� 02�) · F� = ;* · KN� 02�) − =* · A KN� 02�) · F� =  

 = ;* · KN� 02�) + =* · =* · #3K 02�) + '. 

 . = A � · #3K 02�) · F� = =+ · P2� · KN� 02�) + #3K 02�)Q + '. 

 
********** 

  



3º) �) Estudia la continuidad en R de la función 90�) = *·RSTUVWX;<=+;TW*; . 

 �) Sea el determinante Y� � 	� � #1 2 3Y = 2, donde �, �, 	, �, �, # ∈ �. Calcula razonada-

mente (indicando las propiedades de los determinantes que utilizas) el siguiente deter-

minante: � 1 2 3� − 2 � − 4 # − 62� 2� 2	 �. 
---------- �)  

 La función 90�) = *·RSTUVWX;<=+;TW*;  es continua en R, excepto para los valores 

reales de � que anulan el denominador. 
 
 �* − 2� = 0;   �0� − 2) = 0 ⇒ �= = 0, �* = 2. 
 

 lim;→[ 90�) = lim;→[ *·RSTUVWX;<=+;TW*; = *·RUVW[<=+[ = ±∞. 

 ���� � = 0 4� 95�#"ó� ]"N�N 5�� F"K#3�]"�5"F�F "�NM"]��4N FN K�4]3 "�9"�"]3. 

 

 lim;→* 90�) = lim;→* *·RTTUVWX·*<=+[ = *·R^W*[ = *·=W*[ = *W*[ = [[ ⇒ .�FN]. ⇒ 

 ⇒ )_´a3b"]�4, ⇒ lim;→* +;·RSTUVWX*;W* = +·*·RTTUVWX*·*W* = XWX* = [* = 0.  

 ���� � = 2 4� 95�#"ó� ]"N�N 5�� F"K#3�]"�5"F�F NM"]��4N FN K�4]3 9"�"]3. 

 �)  

� 1 2 3� − 2 � − 4 # − 62� 2� 2	 � = � 1 2 3� � #2� 2� 2	� + � 1 2 3−2 −4 −62� 2� 2	 � = c + d.  

 

 c = � 1 2 3� � #2� 2� 2	� = 2 · �1 2 3� � #� � 	� = −2 · Y� � 	� � #1 2 3Y = −2 · 2 = −4. 

 

 d = � 1 2 3−2 −4 −62� 2� 2	 � = −2 · � 1 2 31 2 32� 2� 2	� = −2 · 0 = 0. 

 

 De lo anterior se deduce que: � 1 2 3� − 2 � − 4 # − 62� 2� 2	 � = −4. 



En la realización del ejercicio se han utilizado las siguientes propiedades de los 
determinantes: 
 
1ª.- Si todos los elementos de una línea de un determinante se descomponen en dos 
sumandos, su determinante es igual a la suma de dos determinantes que tienen en dicha 
línea el primero y el segundo sumandos, respectivamente, siendo los restantes elemen-
tos iguales a los del determinante inicial. 
 
2ª.- Si un determinante tiene dos líneas paralelas iguales o proporcionales su valor es 
cero. 
 
3ª.- Si se intercambian dos líneas de un determinante su valor cambia de signo. 
 
4ª.- Si todos los elementos de una línea de un determinante se multiplican o dividen 
por un número su valor queda multiplicado o dividido por dicho número. 
 

********** 
  



4º) Sea el punto c01, 0, 1) y el plano e ≡ � + � + 	 = 8. 
 �) Calcula la recta perpendicular a e y que pasa por A. ¿En qué punto se cortan la recta 
y el plano? 
 �) Obtén el punto de la recta anterior distinto de A que dista de e igual que A, es decir, 
el punto simétrico de A con respecto a e. 
 

---------- �)  
Un vector normal del plano π ≡ � + � + 	 = 8 es �i⃗ = 01, 1, 1). 

 
 La recta � pedida tiene como vector director a �i⃗ = 01, 1, 1) y contiene al punto c01, 0, 1). Su expresión, por ejemplo, por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
 

� ≡ �� = 1 + 1� = 1        	 = 1 + 1. 

 �)  
El punto �, intersección de la recta � con el plano e es el siguiente: 

 e ≡ � + � + 	 = 8
      � ≡ �� = 1 + 1� = 1        	 = 1 + 1 k ⇒ 01 + 1) + 1 + 01 + 1) = 8;   31 = 6;   1 = 2 ⇒  

  

⇒ 1 = 2 ⇒ �� = 1 + 2 = 3� = 2               	 = 1 + 2 = 3/ ⇒ �03, 2, 3).  

 ;<=* = 3 ⇒ � = 6 − 1 = 5                m<[* = 2 ⇒ � = 4n<=* = 3 ⇒ 	 = 6 − 1 = 5⎭⎪⎬
⎪⎫ ⇒ c′05,4, 5). 

 
**********  
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5º)  �) Sea el plano e ≡ � − 3� + 	 = 0 y los puntos c00, 0, −1) � d01, 1, 1). Obtén 
el plano perpendicular a e y que contiene a c y d. 
 �) Calcula el área de la región delimitada por las funciones 90�) = �* − 4� + 5 y �0�) = 3 − �. 

---------- �)  
 Los puntos c00, 0, −1) � d01, 1, 1) determinan el vector: 
 
 cdiiiii⃗ = sdiiiii⃗ − sciiiii⃗ = P01, 1, 1) − 00, 0, −1)Q = 01, 1, 2). 
 
 Un vector normal del plano e ≡ � − 3� + 	 = 0 es �i⃗ = 01, −3, 1). 
 
 El plano t pedido, perpendicular a e y que contiene a los puntos A y B, es el 
siguiente, expresado por su ecuación genera: 
 

 tucdiiiii⃗ , �i⃗ ;   cv ≡ �� � 	 + 11 1 21 −3 1 � = 0;   
 � + 2� − 30	 + 1) − 0	 + 1) + 6� − � = 0;  5� + � − 40	 + 1) = 0 ⇒  
 ⇒ t ≡ 5� + � − 4	 − 4 = 0. 

 �)  
La función 90�) = �* − 4� + 5 es una parábola convexa 0∪) por ser positivo el 

coeficiente de �*. Su vértice es el siguiente: 
 9 0�) = 2� − 4 = 0;   � − 2 = 0;   � = 2 ⇒ x02, 1). 

 
Los puntos de corte de la parábola y la recta 

se obtienen de la igualación de sus expresiones: 
 �* − 4� + 5 = 3 − �; �* − 3� + 2 = 0;     
 � = y±√{WX* = y±√=* = y±=* ⇒  

 ⇒ | �= = 1 → �01, 2)�* = 2 → x02, 1)   . 
 
La representación gráfica de la situación es, aproximadamente, la que se indica 

en la figura adjunta. 
 
Por ser todas las ordenadas de la recta mayores que las correspondientes orde-

nadas de la parábola en el intervalo 01, 2), la superficie a calcular es la siguiente: 
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 & = A P�0�) − 90�)Q · F�*= = A P03 − �) − 0�* − 4� + 5)Q · F� =*W=   
 = A 0−�* + 3� − 2) · F�*= = �− ;�y + y;T* − 2��=

* =  

 = �− *�y + y·*T* − 2 · 2� − �− =�y + y·=T* − 2 · 1� = − Xy + 6 − 4 + =y − y* + 2 =  

 = 4 − �y − y* = *+W=+W{� ⇒ & = =�  5* ≅ 0,17 5* . 

 
********** 

  



6º) �) Sea el tetraedro cuyos vértices son c0�, 0, 1), d01, 3, 0), '00, 1, 0) � (01, 1, 1), 
con � ∈ �. Halla los valores de � para que el volumen de dicho tetraedro sea 1. 
 �) Enuncia el teorema de Bolzano. Utiliza este teorema para razonar que la función 90�) = *·RSWX;Wy;T<=  corta al eje de abscisas al menos una vez. 

---------- �)  
 Los puntos c0�, 0, 1), d01, 3, 0), '00, 1, 0) � (01, 1, 1) determinan los vectores: 
 cdiiiii⃗ = sdiiiii⃗ − sciiiii⃗ = P01, 3, 0) − 0�, 0, 1)Q = 01 − �, 3, −1). 
 c'iiiii⃗ = s'iiiii⃗ − sciiiii⃗ = P00, 1, 0) − 0�, 0, 1)Q = 0−�, 1, −1). 
 c(iiiii⃗ = s(iiiiii⃗ − sciiiii⃗ = P01, 1, 1) − 0�, 0, 1)Q = 01 − �, 1, 0). 

 
 Sabiendo que el volumen del tetraedro es un sexto del producto mixto de los 
vectores que lo determinan: 
 

 x���� = =� · �1 − � 3 −1−� 1 −11 − � 1 0 � = 1;  �1 − � 3 −1−� 1 −11 − � 1 0 � = 6; 
 |� − 3 · 01 − �) + 01 − �) + 01 − �)| = 6;  |� − 01 − �)| = 6;  |2� − 1| = 6 ⇒  
 

⇒ �2� − 1 = 6 → 2� = 7 → �= = �*           
−2� + 1 = 6 → 2� = −5 → �* = − �*. 

 �)  
 El teorema de Bolzano dice que “si 90�) es una función continua en P�, �Q y 
toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo, entonces ∃# ∈ 0�, �) tal 
que 90#) = 0”. 
 
 Considerando, por ejemplo, los valores � = −2 y � = 0: 
 90−2) = *·RUTWX·0W*)Wy0W*)T<= = T�T<=�Wy+<= = T�T<=y� > 0.  

 900) = *·R^WX·[Wy[T<= = *·=W[Wy= = W== < 0.  

 _� 95�#"ó� 90�) #3�]� �4 N�N ~, �4 �N�3K 5�� MN	, N� N4 "�]N�M�43 0−2, 0). 

 
**********  



7º) �) Despeja la matriz ~ de la ecuación matricial c · ~ + d = ~, siendo ~, c � d 

matrices cuadradas cualesquiera. Calcula ~ para c = �3 −10 2 �  � d = �2 01 2�. 

 �) Un piloto de Fórmula 1 tiene una probabilidad del 60 % de ganar una carrera cual-
quiera. Si participa en las próximas 4 carreras, ¿cuál es la probabilidad de que gane al 
menos dos? 

---------- �)  
 c · ~ + d = ~;   d = ~ − c · ~;   d = . · ~ − c · ~;   d = 0. − c) · ~; 
 0. − c)W= · d = 0. − c)W= · 0. − c) · ~;  0. − c)W= · d = . · ~ ⇒  
 ⇒ ~ = 0. − c)W= · d. 
 

 . − c = �1 00 1� − �3 −10 2 � = �−2 10 −1�. |. − c| = �−2 10 −1� = 2. 

 0. − c)� = �−2 01 −1�.  cF�. FN0. − c)� = �−1 −10 −2�.  

 0. − c)W= = ���.�R0�W�)�|�W�| = �W= W=[ W*�* ⇒ 0. − c)W= = − =* · �1 10 2�. 

 

 ~ = 0. − c)W= · d = − =* · �1 10 2� · �2 01 2� ⇒ ~ = − =* · �3 22 4�. 

 �)  
Se trata de una distribución binomial de las siguientes características: 

 

 � = 4;   b = 0,6;   � = 1 − 0,6 = 0,4.  �0�) = ���� · b� · ��W�. 

 
La probabilidad pedida es equivalente a la unidad menos la probabilidad de que 

no gane ninguna de las carreras o que gane una. 
 � = 1 − P�00) + �01)Q = 1 − ��40� · 0,6[ · 0,4+ + �41� · 0,6= · 0,4y� =  

 = 1 − 01 · 1 · 0,0256 + 4 · 0,6 · 0,064) = 1 − 00,0256 + 0,1536) = 1 − 0,1792 ⇒  
 ⇒ � = 0,8208. 

********** 
  



8º) �) En un determinado I.E.S. la probabilidad de que un alumno apruebe si va a clase 
es del 80 % mientras que si no va a clase es del 50 %. El 90 % de los alumnos va a 
clase. 
 �=) ¿Cuál es la probabilidad de que en un alumno apruebe? 
 
 �*) Si un alumno ha suspendido, ¿cuál es la probabilidad de que no haya asistido 
a clase. 
 �) Una empresa embotelladora de agua produce botellas de 150 ml. La cantidad que 
realmente contienen sigue una distribución normal con media 150 ml y desviación tí-
pica 5 ml. 
 �=) ¿Qué proporción de las botellas contiene más de 152 ml? 
 
 �*) ¿Qué proporción de botellas tiene entre 149 y 152 ml? 
 

---------- �) 
 
 
 
 
 
 
 
 �=)  
  � = �0cb) = �0cK ∩ cb) + �ucK ∩ cbv = 
 = �0cK) · �0cb/cK) + �ucKv · �ucb/cKv = 0,90 · 0,80 + 0,10 · 0,50 =  
 = 0,72 + 0,05 ⇒ �0cb) = 0,77. 

 
 �*) 

  � = �ucK/cbv = u� ∩�¡v¢u� v = ¢u� v·¢u�¡/� v=W¢0� ) = [,=[·[,�[=W[,�� = [,[�[,*y = 0,2174. 

 �)  (�]3K:  £ = 150;   ¤ = 5. 
 ~ → ¥0£;  ¤) = ¥0150, 5).  Tipificando la variable: ¦ = §W=�[� . 

 
 �=) � = �0~ ≥ 152) = � �¦ ≥ =�*W=�[� � = � �¦ ≥ *�� = �0¦ ≥ 0,4) =  

0,10 

0,90 

0,80 0,20 

0,50 0,50 

cK 

→ b = 0,90 · 0,80 = 0,72 

cb 

cb 

cb cK 

cb 

→ b = 0,90 · 0,20 = 0,18 

→ b = 0,10 · 0,50 = 0,05 

→ b = 0,10 · 0,50 = 0,05 



= 1 − �0¦ ≤ 0,4) = 1 − 0,6554 = 0,3446.   
 �*)  � = �0149 ≤ ~ ≤ 152) = � �=�*W=�[� ≤ ¦ ≤ =+{W=�[� � =  

 = � �*� ≤ ¦ ≤ W=� � = �00,4 ≤ ¦ ≤ −0,2) = �0¦ ≤ 0,4) − �0¦ ≤ −0,2) =   

 = �0¦ ≤ 0,4) − P1 − �0¦ ≤ 0,2)Q = �0¦ ≤ 0,4) − 1 + �0¦ ≤ 0,1) =  
 = 0,6554 − 1 + 0,5793 = 1,2347 − 1 = 0,2347. 
 

********** 


